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ПРАВИЛЬНЫЕ  ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ
ШЕСТИУГОЛЬНИКИ

Теория пространственных многоуголь-
ников, в частности правильных простран-
ственных многоугольников, является на се-
годня слабо развитой частью знаний о фор-
мах пространства. С помощью систем про-
странственной динамической геометрии
имеется возможность исследования таких
многоугольников. Это будет показано на
примере правильного пространственного
шестиугольника. В конце будет доказана
полнота найденных таким образом шести
типов правильных пространственных шес-
тиугольников. Работа завершается обзо-
ром правильных пространственных семи-
и восьмиугольников.

1. Введение

О правильных пространственных мно-
гоугольниках на сегодняшний день мало что
известно. В этом каждый может легко убе-
диться с помощью интернета.

Существует только один вид правильно-
го пространственного четырехугольника
E1E2E3E4 (рис. 1), который может быть со-
ставлен из двух конгруэнтных равнобедрен-
ных треугольников E1E2E3 и E1E3E4 с их об-
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Рис. 1. Правильный пространственный
четырехугольник

О правильных пространственных
многоугольниках на сегодняшний день
мало что известно.

щим основанием E1E3 [4]; угол четырех-
угольника  принимает значения между 0°
и 180°.

Правильный пространственный пяти-
угольник всегда плоский [2].

Изучаемые проблемы в пространстве
обычно сложнее, чем на плоскости. С этим
мы столкнемся уже при рассмотрении пра-
вильного пространственного шестиугольни-
ка (3D-шестиугольник).

2. Предварительные замечания
по построению правильных

пространственных шестиугольников
(3D-шестиугольников)

Пусть E1E2E3E4E5E6 – правильный про-
странственный шестиугольник, тогда равно-
бедренные треугольники E1E2E3, E2E3E4,
E3E4E5, E4E5E6 и E5E6E1 с углом между сто-
ронами конгруэнтны друг другу. Следова-
тельно, треугольники E1E3E5 и E2E4E6  – кон-
груэнтные равнобедренные треугольники.
Любой правильный 3D-шестиугольник мо-
жет быть составлен из базисного правиль-
ного треугольника E1E3E5 и соответствую-
щих конгруэнтных между собой равнобед-
ренных треугольников E1E2

*E3, E3E4
*E5,

E5E6
*E1 (рис. 2 и 3). При этом в эксперимен-

тальной конструкции величину угла  мож-
но варьировать, изменяя положение точки
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Рис. 3. Конструкция свертки с траекториями

Рис. 2. Конструкция свертки

Правильный пространственный пятиугольник
всегда  плоский

E2*, кроме того, точки E2
*, E4

* и E6
* движутся

по окружностям радиусов E1E3, E3E5 и E5E1.

3. Конструирование правильных
3D-шестиугольников методом сгиба

Тип 1: Сначала поднимаем два равнобед-
ренных треугольника над плоскостью
E1E3E5 так, что их общий угол при вершине
равен   (рис. 4). Затем это построение мож-
но продолжить двумя способами:

Тип 1.1: Третий равнобедренный треу-
гольник будет так повернут, что мы получим
правильный 3D-шестиугольник, углы кото-
рого являются углами треугольной антиприз-
мы. Это возможно для углов 0° <  < 120°
(рис. 5).

Рис. 5. Тип 1.1 Многоугольник Петри
или «многоугольник поверхности»

треугольной антипризмыРис. 4. Сгибание. Тип 1
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Рис. 8. Случай 1.2.3 Рис. 9. Тип 1.2.1: 0°<  < 60°

Рис. 6. Случай 1.2.1 Рис. 7. Случай 1.2.2

Упражнение: покажите, что угол подъе-
ма равен
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Приняв конфигурацию Тип 1 за исход-
ную, согнем треугольник E5E6E1 относитель-
но треугольника E1E3E5 так, что в результа-
те получим новый 3D-шестиугольник.

В зависимости от величины угла   име-
ем три типа шестиугольников:

Тип 1.2.1: для угла  в интервале
0° <  < 60° (рис. 6).

Тип 1.2.2: = 60° (рис. 7).

Тип 1.2.3: для 60° <  < 120° (рис 8).

3D-шестиугольники типов 1.2.2–1.2.3
получаются при зеркальном отображении
соответствующих многоугольников боковой
поверхности антипризмы относительно
плоскости E1E2E4E5 (рис. 9–11).

Эти 3D-шестиугольники симметричны
плоскостям перпендикулярным к сторонам
E1E2, E4E5 и E1E5, E2E4, которые также пер-
пендикулярны друг другу и проходят через
их середину, при этом эти шестиугольники
симметричны относительно прямой пересе-
чения указанных плоскостей. В случае 1.2.2
плоскости E1E3E4 и E2E6E5 также являются
плоскостями симметрии, и их свойства сим-
метрии аналогичны свойствам правильной
четырехугольной пирамиды.

Тип 2: Если продолжать вращать два
равнобедренных треугольника, как показа-
но на рис. 5, то получим конфигурацию с
двумя самопересекающимися сторонами
треугольников (рис. 12).
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Рис. 10. Тип 1.2.2:  = 60°

Рис. 11. Тип 1.2.3: 60° <  < 120°

Рис. 12. Схема построения. Тип 2

Тип 2.1: Если к этому добавить соответ-
ствующим образом повернутый треуголь-
ник E3E4E5, то мы получим самопересека-
ющийся 3D-шестиугольник, углы которого
равны углам прямой треугольной призмы
(рис. 13). Это верно для углов  в пределах
0°<  < 60°.

Упражнение: покажите, что в этом слу-
чае угол подъёма равен
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Тип 2.2: Если продолжать вращать тре-
угольник E1E5E6, то мы получим еще один
правильный центрально-симметричный
3D-шестиугольник (рис. 14) с одной плос-
костью симметрии.

В шестиугольнике Тип 2.1, отобразив
симметрично треугольник E1E5E6 относи-
тельно плоскости E1E2E4E5, получим шести-
угольник – Tип 2.2 (рис. 15).

Рис. 13. Тип 2.1 «многоугольник диагоналей»
прямой призмы

Рис. 14. Тип 2.2
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Рис. 15. Тип 2.2: Построение методом
плоскостной симметрии

Рис. 16. 3D-Шестиугольник

4. Доказательство существования
типов 3D-шестиугольников

Несмотря на то, что из вышеизложенно-
го видно, что не существует других типов
пространственных шестиугольников, это
необходимо доказать. Достаточно показать,
что две пересекающиеся биссекторные
плоскости двух углов шестиугольника обра-
зуют биссекторную плоскость самого шес-
тиугольника. В этом случае положение ос-
тальных углов определенно.

Предположение: Пусть ABCDEF пра-
вильный 3D-шестиугольник (рис. 16). Тре-
угольники ACE и BDF равносторонние (по-
казаны пунктиром). Углы B и F «сгибаются
по одной стороне», так как на разных сторо-
нах плоскости соответствующего равносто-
роннего треугольника не может быть трех
углов.

Утверждение: Зеркальное отображение
относительно биссекторных плоскостей уг-
лов В и F есть симметричное отображение
3D-шестиугольника.

Доказательство: Тетраэдры ABCD
и AFED конгруэнтны, так как их соответ-
ствующие треугольные грани конгруэнтны.
Так как вершины A и D лежат в биссектор-
ных плоскостях углов B и D, то треугольник
ABD отображается на треугольник AFD. Из
этого следует, что вершина C переходит в E,
и утверждение доказано.

5. Прогноз

У правильного 3D-семиугольника не су-
ществует симметричного преобразования,
при котором каждая его вершина отобража-
ется на другую, ввиду нечетного числа его
вершин. Такие 3D-семиугольники имеют
либо одну ось, либо одну плоскость симмет-
рии, как и любой другой правильный 3D-
многоугольник с нечетным числом вершин,
большим пяти. Один такой семиугольник
(с прямыми углами) показан на рис. 17. Он
имеет только одну плоскость симметрии.
Вершина, лежащая в этой плоскости симмет-
рии, не может быть отображена на другие
вершины многоугольника. Это же относит-
ся и к симметричным относительно оси 3D-
семиугольникам.

На рис. 18 показано семейство правиль-
ных симметричных относительно плоскости
3D-семиугольников. Рассмотренный выше
семиугольник с прямыми углами – особый
случай. Еще один особый случай соответ-
ствует углу  = 60° (рис. 19).

«Простейшим» восьмиугольником такого
типа является восьмиугольник, стороны
которого ребра куба...
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Рис. 18. Правильный,
симметричный относительно
плоскости 3D-семиугольник

(Общий случай)

Рис. 17. Правильный,
симметричный

относительно плоскости
3D-семиугольник

или пространственных. Начнем с квадрата
в качестве базового четырехугольника и про-
должим аналогично построению простран-
ственных шестиугольников. Далее мы пока-
зываем только результат построения и обо-
значаем углы восьмиугольника. Сначала по-
лучаем правильный 3D-восьмиугольник как
Петри – многоугольник или многоугольник
поверхности четырехугольной антипризмы
с квадратным основанием (рис. 21), при этом
внутренний угол восьмиугольника должен
находиться в пределах 0–135°.

Отобразив угол относительно соответ-
ствующей плоскости симметрии, получим
еще три типа восьмиугольников, зависящих
от величины угла (рис. 22–24); углы, кото-
рые отличны от прямых углов, образуют 3D-
ромбы, то есть ромбы, получаемые от сги-
бания плоских ромбов вдоль одной из диа-

Рис. 19. Правильный,
симметричный относительно
плоскости 3D-семиугольник

(Особый случай)

Так как для всех правильных плоских
многоугольников это свойство следует
из свойства равенства сторон и углов, воз-
никает вопрос, достаточно ли для определе-
ния того, что пространственный многоуголь-
ник правильный, только равенства его сто-
рон и углов?

В заключение рассмотрим построение
правильного 3D-восьмиугольника, у которо-
го все углы эквивалентны. «Простейшим»
восьмиугольником такого типа является
восьмиугольник, стороны которого – ребра
куба (рис. 20). Другие правильные 3D-вось-
миугольники, у которых угол является па-
раметром, получим по аналогии с частью 1.
Примечание: Вершины правильного 3D-
восьмиугольника E1E2E3E4E5E6E7E8 – это
вершины двух равносторонних четырех-
угольников E1E2E5E7 и E2E4E6E8, плоских

Рис. 20 «Простейший» правильный
3D-восьмиугольник (Тип 1)

Рис. 21. Правильный 3D-восьмиугольник –
Петри-многоугольник четырехугольной

антипризмы (Тип 2.1)
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...правильный 3D-восьмиугольник...

гонали. Их стороны равны, так же как и
у квадратов. Из этих типов многоугольни-
ков получается дополнительное множество
многоугольников с помощью подходящего
зеркального отображения (рис. 25–27).

Рис. 22. Восьмиугольник.
Тип 2.2.1

Рис. 23. Восьмиугольник.
Тип 2.2.2

Рис. 24. Восьмиугольник.
Тип 2.2.3

Если исходить из 3D-ромба, то оставши-
еся четыре вершины являются углами квад-
рата, длины сторон которого равны сторо-
нам 3D-ромба. Квадрат и 3D-ромб, взятые
за исходные, связаны между собой квазисоп-
ряженно. Не существует правильного 3D-
восьмиугольника с плоским ромбом в каче-
стве базового четырехугольника, так как
только многоугольник Петри четырехуголь-
ной антипризмы с квадратным основанием
является правильным 3D-восьмиугольни-
ком. Перечень 3D-восьмиугольников, приве-
денных в данной статье, конечно не полный.
Заинтересованный читатель с помощью про-
грамм динамической пространственной гео-
метрии и методов элементарной геометрии
на плоскости и в пространстве может найти
и другие виды правильных 3D-многоуголь-
ников.

Рисунки выполнены автором с помощью
программы Cabri 3D, Версия 2.1.1.

Рис. 25 Восьмиугольник.
Тип 2.3.1

Рис. 26 Восьмиугольник.
Тип 2.3.2

Рис. 27 Восьмиугольник.
Тип 2.3.3
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